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YHETW HacMoB TEMaTCKe jeaunHuLe Koja ce

obOpa

Temarcka
JeIMHUIIA

MeToaa ntepaumje

Panna
Temarcka nenuna 100783
Heaeba
OBnapaBake MeTogama 3a
Hymepuyke metoae 3a pewaBame
i pellaBaHt€ HENMMHEapPHUX
HeNMHeapHUX jeaHa4YuHa ;
jeaHa4urHa
CtyneHT he 6uTn ynosHar ca
Teopeme 0 PUKCHO] TauKu TEeopeMOM O (PUKCHOj Ta4yKu
n cnocobaH aa je NpUMEHN.
4 CtyneHT he 6utn cnocobaH

aa npuMeHu Teopeme o
(OMKCHOj Taykn Ha MeToay
nTepaumje, Kao u ga metoay
nTepaumje npuMmeHn Ha
pellaBarbe HeNMmMHeapHUX
jeaHa4vnHa.

HoyTH — PadpcoHoBa meToaa

Crynent he Outu yno3Har ca
ByTtH — PadconoBom meTogom
U Croco0aH 3a HbEeHY MPUMEHY
Ha KOHKPETAHOM IPOOJIEMY.




YHETW HacMoB TEMaTCKe jeaunHuLe Koja ce

obOpa

PagpHa | TemaTtcka LAJb YYEIBA
Hederba | jeaMHMLUA

: TyneHT he GUTU ynoaHaT ca TeopeMOM O (PUKCHO]
TeopeMe 0 PUKCHO] CTyAeHT he BrTh ynosHaT ca TeOPEMOM O PUKCHO]

4 ' :
TauKM Tayky 1 cnocobaH aa je npuMmeHn
CtyneHT he 6utn cnocobaH ga NnpMMeHN Teopeme O
4 MeToaa ntepaumnje JOMKCHOj Taykn Ha MeToay ntepaumje, Kao n ga
MeTo4y utepaumje NpUMeHn Ha peLlaBaHe
HefiMHeapHUX jegHa4vmHa.
4 HoyTH — PadpcoHoBa Crynent he outu ynosnar ca byt — PagconoBom
MeToda METOJIOM U CIIOCO0aH 32 lheHY MPUMEHY Ha KOHKPETAHOM
poosemy.

HACTABHW METO[1:
NMpepaBawe




Teoreme.o fiksnoj tacki ®QH

Definicija 1: Neka 0 :[@,b] =[a,b] . KaZzemo da je x fiksna ili nepokretna tagka
preslikavanja J ako je

X=9(X)




Teorema 1 (Sauderova): Neka je 9:[a,0] —[a,b] j neka je g neprekidno

preslikavanje. Tada g ima bar jednu nepokretnu tacku.
Dokaz:

F(X) =Xx-9(x)

Ako je a=g(a) ilib=g(b) ondaje a, odnosno b nepokretna tacka.
U protivnom je a<g(a) ib > g(b), paje

F(@)=a—-g(a)<0
F(b)=b-g(b) > 0.

Obzirom da je F neprekidna funkcija, postoji £ € (a,b) takvo daje F(£)=0
4. £=9(&)-




Teoreme o fiksnoj. tacki; Metoda iteracije O @ H

Teorema 2: Neka je 9 :[@,0] —[a,b] diferencijabilna funkcija za koju postoji

L €[0,]) takodaje
(Vx e[a,b]|g'(x)|< L<1.
Tada g ima tacno jednu nepokretnu tacku.
Dokaz:

Funkcija g je neprekidna (jer je diferencijabilna) pa ima bar jednu nepokretnu
taCku. Dokazimo da funkcija ne moze imati dve nepokretne tacke. Ako
pretpostavimo da g ima dve nepokretne tacke, X, i X,, bilo bi

‘Xl - Xz‘ = ‘g(XJ— g(xz)‘ = \g'(c)(xl - Xz)‘ < L‘X1 - Xz‘ < ‘Xl - Xz‘-
(Kontradikcija!)
METODA ITERACIJE

Jednadina

f(x)=0
se na [a,b] zamenjuje ekvivalentnom

X = g(X).




Metoda iteracije

GeneriSe se niz {x_} :

y=g(x)

W

X A3 Ay X




Metoda iteracije

Teorema 3 (dovoljni uslovi konvergencije metode iteracije):

Neka diferencijabilna funkcija g :[a,b] — [a,b] zadovoljava uslov
(AL e[0,)(Vx e[a,b])|g'(x)| <L <.

Tada niz {x_ } konvergira ka fiksnoj tacki & funkcije g i za svaki prirodan
broj n vazi ocena

Ln
1-L

X, — &| < X, = Xl

Dokaz: Vazi

%, =& =]9(%,_)—9(5)| =|g'C,NE—x%_)| < L|x,, -4 <
e < L2|xn_2_§’g...
Posle n koraka dobija se
X —¢l< L% =g >0, n e,
pa je

limx, =¢.

N—o0




Metoda iteracije

%o = &1 < % =X [+ % = &) < % =X [+ L% =]

sledi 1
X, —&| < —L‘XO X,|
paje )
_ S X —
e AR
Napomena:

Ocena greSke moze se dobiti iz poslednje dve iteracije. |z

X n+l—§|—|g<x )= 9(E)=9"(c)(x, =)< Lx, —&[ =
— L|X — X T X0 _§| < LanH o Xn|+|xn+1 _§|)

sledi

specijalnoza 0<L<0.5 je

|Xn+1 _é:| S|Xn+1 _Xn|




Metoda iteracije

Teorema 4 (dovoljan uslov lokalne konvergencije):

Neka je & fiksna tacka funkcije g :[a,b] —[a,b] ineka je g'(x) neprekidna u
otvorenom intervalu koji sadrzi £ . Ako je|g '(5)‘ <1, onda postoji ¢>( tako da
niz definisan sa

XO 6(5_8954_5)9 Xn — g(xn—l)a n EN

konvergira nepokretnoj tacki funkcije g.

Dokaz:

Neka Le(

9'(©)

,1) . Tada postoji ¢ > 0 tako da je

(Vxelé-e.&+el)|g'(0)|<L <L,
zbog neprekidnosti g'(x) nala,b].

Funkcija g preslikava segment [£ — ¢, & + ¢] ha samog sebe:

lg(x)—¢[=lg(x)-g(&)|=

g'(C)(x-&)|<Lx-¢<Le<e




Njutn —Rafsonova metoda ®QH

NJUTN — RAFSONOVA METODA ( METODA TANGENTI )

f(X)=0<= x=9(Xx)

g(x) =X+h(x)f(x)
g'(X)=1+h'(x) f(x)+h(x) f'(x)

I I

(&) =1+h(&E) T (E)=0= h(&) = - h(X) = ———

9'(&)=1+n(S)T(5)=0=Nh(S5) ) (X) 00
¢S]

g(x) =X 00

_ . f(xy) _ .
X . = X, Cox) (n=0,1,..% x,e[a,b] (1)

Teorema ( o lokalnoj konvergenciji ): Neka je f"(X) neprekidna
funkcijai f'(x) # 0 u nekom otvorenom intervalu koji sadrzi £ gde je f (&) =0.

Tada postoji & > 0tako da niz definisan sa (1) konvergira ka & ako je ‘XO —5‘ <é&.




Njutn —Rafsonova metoda

Dokaz:
(e =0 f 0 _ FO0 (%)
(f'(x)* (f'(x)*

Obzirom da je9'(§)=0i 9" neprekidna funkcija, postojie>0i L, 0<L <1

g'(x|sL<1, (vxe(é-eé+e)).
Na osnovu Teoreme 3 sledi da je limx_ =¢.

nN—o0

g'(x)=1

| takvo da je

Geometrijska interpretacija:

yA




Njutn —Rafsonova metoda ®QH

Teorema ( o izboru pocetne aproksimacije ): Neka je f :[a,b] > Rdva puta

neprekidno diferencijabilna i neka je f(a)f(b)<0. Akosu f'i f” stalnog znaka
na([a,b] i x, e[a,b]:

onda niz
X :xn_ﬂ, (n=0,1,...) (1)
f'(x,)

konvergira reSenju & jednacine f(x) =0.

Dokaz: Pretpostavimo da je f(a)<0, f(b)>0; f'(x)>0, f"(x)>0, xe[a,b]
Niz {X,} je ograni¢en odozdo sa &

I'n=0:x,>¢ jerje f(x,)>0i f je monotono rastu¢a

2° pretpostavka: X, > & (za neko k)

3 1) = F04 + (%)= 0+ g+ O ey

1! 2!
f"(@
; 2 (E-x%)° >0 sledidaje

Obzirom da je f(£)=0 |

o)+ - <0,




Njutn —Rafsonova metoda

odnosno £<x f,(Xk) X
F'(x)

(Kraj dela dokaza mat. indukcijom)

Niz {X,} je monotono opadajuci:

f(x,)
Xny1 = Xp =~ f,(xn)<0’
n

pa postoji limx, =c> £ .

nN—oo

Ako u (1) predemo na grani¢nu vrednost kad N = % dobijamo
_f(c)
f'(c)’
odnosno f(c)=0=c=¢ jerje & jedinstven koren jednacine na intervalu
(a,b)




Teorema ( o0 oceni greske ): Ako je f :[a,b] > Rdva puta neprekidno

diferencijabilna funkcija, onda je

Dokaz:

F(x,) = F (X, + (% =% )= £ )+ 00006 =% ) 4Dk —x ) =

2
f(X,) f"(c) ,  f'(c) )
=f(x )— 12 (X =X )+ X —X = X —X
( n—l) Xn B Xn_l ( n n—l) 2 ( n n—l) 2 ( n n—l)
%, —&] < [0 - fzrfwf)‘ X, —xn_l\z < M, X, —xn_l\z.

m,

Konvergencija metode je kvadratna.




X=X, ———= f(x) (n=01,..)
X,




[MNTAHA:

ok Wb

~N o

8.

Q.

. ®opmynucatn n gokasatu LLlayoepoBy TeopemMy O erancteHumju

donKCHe Tauke.

dopmynucaTtn u gokasaTu TeopemMy O jeANHCTBEHOCTU (PUKCHE Tauke.
Kojum nocTtynkom ce peluaBare jegHa4vmnHe f(x)=0 ceogm Ha
oapehnBake PUKCHe Tauke?

Ob6jacHuUTn naejy metoge ntepaumje.

dopmynucatn u gokasatm Teopemy 0 OBOSLHOM YCroBY
KOHBEpPreHunje metoae urepaumje.

O6jacHuTtn naejy HbytH — PadpcoHoBe meToge.

dopmynucatn u gokasatm Teopemy O JIOKanHoj KOHBepreHunju hyTH —
PadcoHoBe meToae.

HaBecTu rmaBHe enemeHTe JoOKa3a Teopeme 0 U3bopy noveTHe
anpokcmmaumje.

N3BecTn oueHy rpewke HbyTH — PadpcoHoBe meToae.

10.Koje oBe meToae Kopuctn KomobmnHoBaHa metoga. Kako?
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